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Capitulo 1

Sistemas fora do equilibrio e
dinamica lenta

Consideremos o modelo de Ising do ferromagnetismo:

N
H=—> Ji;SS (1.1)

1,j=1

onde J;; = J > 0 € a constante de intera¢do ferromagnética e os spins de Ising
{Sy ==+1,k=1,..., N}. Em dimensdes d > 2 o modelo apresenta uma transi-
cdo de fases continua a uma temperatura critica 7. entre uma fase paramagnética
paral" > T, e uma fase ordenada ferromagnética para 7' < 7.. Em uma fase or-
denada, como a fase ferromagnética abaixo de 7, a relaxa¢io para o equilibrio
é exponencial, com uma escala de tempo caracteristica. Por exemplo, as fungdes
de correlacdo decaem na forma:

C(t) = % Z si(to +1) si(to) = exp —(t/7), (1.2)
(2

onde t;, € um tempo de espera antes de comecar a medir correlagdes, e 7 € a

escala de tempo caracteristico da relaxagdo. A baixas temperaturas a tendéncia

dos spins € de se alinharem com os vizinhos para minimizar a energia. No estado

fundamental todos os spins apontam na mesma dire¢do e todas as interagdes de
pares sdo facilmente satisfeitas.

No entanto, existem sistemas chamados frustrados para os quais nao € possivel

satisfazer simultaneamente todas as interagdes de pares. O exemplo mais simples
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Figura 1.1: O modelo de Ising antiferromagnético nas redes quadrada (esquerda)
e triangular (direita).
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¢ o antiferromagneto de Ising na rede triangular, como mostrado na figura 1.1. A
frustracdo causa uma grande degenerescéncia no estado fundamental do sistema.
Outra possivel causa de frustragdo, muito comum em sistemas reais por causa da
presenca de impurezas na matriz cristalina, € a desordem. Impurezas na matriz
cristalina podem ser modeladas no Hamiltoniano (1.1) considerando as constan-
tes de intera¢do de pares J;; como sendo varidveis aleatorias, dependentes, por
exemplo, da distincia entre pares de sitios, da natureza quimica das impurezas, e
outros fatores causantes de aleatoriedade efetiva nas interagdes microscopicas.

Frustracao e desordem siao causa de um forte amortecimento na dinimica
de relaxacao para o equilibrio de muitos sistemas. Nestes casos a relaxagao é
tipicamente dada por uma lei de poténcias:

C(t) = Coo + 17 (1.3)

As causas da dindmica lenta em sistemas hamiltonianos pode ser estudada de di-
versos pontos de vista. Um destes € analisar a evolucdo temporal de um ponto
no espago de configuracdes sobre a superficie de energia do sistema. Para um
sistema com /N graus de liberdade, a energia potencial define uma fun¢do em um
espaco N-dimensional, o espaco configuracional. Um ponto neste espaco repre-
senta o estado dinamico do sistema em um instante de tempo dado. A medida
que o tempo passa, este ponto “viaja” sobre a superficie de energia potencial,
como mostrado pictoricamente, na figura 1.2 no segundo painel. As superficies
de energia de sistemas desordenados e frustrados apresentam “rugosidade” na sua
estrutura. A rugosidade se reflete em uma estrutura nao trivial de minimos locais
de energia e pontos de sela. Em um processo de resfriamento, o sistema vai per-
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Figura 1.2: Descri¢des pictdricas de superficies de energia “rugosas”.

dendo energia cinética e, gradativamente, vai ficando preso em bacias de energia
que correspondem, tipicamente, a um ou varios minimos locais. Dependendo da
taxa de resfriamento, a energia cinética pode diminuir tanto que o sistema nao
consiga mais difundir sobre a superficie de energia para minimos de energia me-
nor, e eventualmente, para o estado fundamental. Estes casos correspondem a uma
quebra de ergodicidade no sistema, o espaco de fases se “quebra” em subespagos
mutuamente inacessiveis. No entanto, se o sistema € considerado em contato com
um banho térmico, e portanto trocando energia com ele, flutuagdes podem acon-
tecer que permitam ao sistema escapar de bacias locais e relaxar para estados de
menor energia. E natural concluir que as escalas de tempo necessarias para que
esta relaxacdo aconteca podem ser muito grandes, o que leva ao fendmeno da
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relaxagdo lenta.

1.1 Exemplos de sistemas com dinamica lenta

1.1.1 Sistemas magnéticos e fluidos: crescimento de dominios

Um mecanismo possivel para dinamica lenta, que pode estar presente em sis-
temas com ou sem desordem, é o crescimento de dominios. Muito processos
naturais apresentam crescimento de dominios, ou domain coarsening [1]. Por
exemplo, quando um material € resfriado rdpidamente desde um estado liquido
de alta temperatura para uma temperatura tipica da fase s6lida, muitos sistemas
presentam algum tipo de separagdo de fases, como ilustrado na figura 1.3. Um

i

Figura 1.3: O fendmeno do crescimento de dominios.

ferromagneto tentard se ordenar, mas devido a simetria de spin-flip ambos esta-
dos de magnetizacdo positiva e negativa irdo crescer e competir pela estabilidade
final. Em processos metalirgicos, quando um material € lentamente resfriado,
graos com diferentes orientagdes cristalinas irdo aparecer e crescer. Um liquido
molecular ou ligas bindrias sofrem decomposi¢do espinodal ou separacao de fases
quando rapidamente resfriados. Todos estes sdo tipicos processos de relaxacdo
fora do equilibrio. De aqui em diante vamos adotar o ferromagneto de Ising como
o exemplo genérico deste tipo de sistemas. A interacdo de troca tende a orientar
os spins em uma de duas possiveis orientacoes. Se resfriado a partir de um estado
inicial desordenado, depois de algum tempo , em uma amostra do material irdo
estar presentes dominios de spins para cima € dominios de spins para baixo, €
a dindmica apresentard duas contribui¢des dominantes: uma dinimica rapida de
spin-flip dentro dos dominios ja formados se 7' # 0 e uma dinamica lenta de evo-
lucdo das paredes de dominio. Intuitivamente, é evidente que embora o sistema
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esteja globalmente fora do equilibrio, a primeira contribuicdo corresponde a um
estado de equilibrio local, representativo do estado asint6tico do sistema, equanto
que a segunda contribui¢do é uma auténtica dinamica fora do equilibrio. Esta se-
gunda dindmica lenta € a que € interessante para nds. A presencga de paredes de
dominio se reflete na existéncia de uma tensdo superficial, ou excesso de energia,
que € proporcional 4 superficie total que separa dominios com orientagdes de spin
diferentes:

AE =FE — Ey o J L%, (1.4)

onde E, € a energia do estado fundamental. Para poder minimizar a sua energia
livre o sistema tendera a reduzir a tensao superficial minimizando a superficie total
das paredes de dominio. Como consequéncia deste processo, para tempos longos
muitas paredes terdo sumido, e o sistema estard se aproximando do equilibrio.
No entanto, se o estado inicial for completamente desordenado, e o sistema for
suficientemente grande, se verifica que nenhuma das duas fases consegue se impor
completamente, € o processo de coarsening continua indefinidamente. Sempre
existirdo paredes e o equilibrio nunca € atingido.

E possivel mostrar que o tamanho linear dos dominios crescerd como uma
poténcia do tempo transcorrido na fase de baixa temperatura, que chamaremos
tempo de espera, t,,:

L(ty) = Y(T) tY/, (1.5)

onde z é um expoente critico, chamado expoente dindmico, e seu valor depende
da classe de universalidade da dinamica especifica [2]. Neste regime de coar-
sening o sistema apresenta propriedades de escala (scaling), no sentido que as
propriedades estatisticas s@o invariantes por um rescalamento das distancias pelo
tamanho tipico L(t). Da relagdo (1.5) podemos deduzir que um sistema de ta-
manho L ira equilibrar em um tempo da ordem de t., oc L?, depois do qual
o valor da magnetizacdo atingird o valor de equilibrio. Para um sistema tal pode-
mos definir um equilibrio restrito a uma componente ergddica (o modelo de Ising
possui dois), se limitarmos as médias temporais a tempos tais que t.q < t < tepg,
sendo t.., a escala de tempo na qual o sistema recupera completamente a ergo-
dicidade. Neste intervalo as médias de ensemble devem coincidir com as médias
temporais.

Estas consideragdes simples sobre a fenomenologia do crescimento de domi-
nios deixam clara a importancia da ordem dos limites ¢ — oo e L — co. Se
fazemos o limite de tempos grandes para L fixo o sistema sempre podera recupe-
rar a ergodicidade e consequentemente equilibrar. Se no entanto fazemos primeiro
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L — o0, a altura das barreiras de energia e os tempos de equilibrio divergem, € o
sistema pode ficar para sempre fora do equilibrio.

1.1.2 Vidros de spin

Vidros de spin sdo sistemas nos quais impurezas magnéticas ocupam posi¢does ale-
atorias no material. Nestes casos, a intera¢@o entre as variaveis de spin, J;;, pode
ser modelada como sendo uma varidvel aleatdria congelada, ou seja, constante no
tempo [10, 11, 12, 13]. O Hamiltoniano mais simples, que se mostrou correspon-
der a um dos sistemas de matéria condensada mais complexos de ser entendidos,
¢ o modelo de Edwards-Anderson, dado por:

(ig)
onde (ij) indica pares de vizinhos préximos numa rede hiperctibica em d dimen-
soes espaciais. Os spins sdo tipo Ising {S; = £1,7 = 1,..., N}. Sendo varidveis
aleatorias, es constantes de interacdo estdo determinadas por uma distribuicdo de
probabilidades. Dois casos comuns sdo a Gaussiana:

J2
P(J;; - 1.7
(Jﬂocexp( 202) (1.7)
e a distribuicao bimodal:
1 1

Quantidades extensivas de interesse devem ser mediadas em relagdo as distribui-
¢oOes anteriores, por exemplo a energia livre:

F(T) = / Fy P(Jyy) dJ,; (1.9)
= —kT/anJ(T) P(Ji;) dJi;. (1.10)

Notar que € o logaritmo da fun¢do de particdo que tem que ser mediado. A ne-
cessidade de mediar o In Z acarreta algumas dificuldades técnicas que podem ser
contornadas com o uso do truque das réplicas [10, 11, 12, 13].

Por tanto, desordem ¢ um dos ingredientes fundamentais num vidro de spin.
O outro, ja presente nas formas de P(.J;;) consideradas, € a frustracao, ilustrada
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na Fig. 1.1. Frustracdo, neste contexto, quer dizer que ndo é possivel satisfazer
todos os vinculos sobre as interacoes do sistema de forma simultdnea.

O exemplo da rede triangular de spins €é o exemplo mais simples de frustragao.
Uma conseqiiéncia imediata da presenca de frustragcdo € o aparecimento de um nu-
mero muito grande de estados quase-degenerados com energias muito proximas.
A degenerescéncia € tanto maior quanto maior € o tamanho do sistema. No limite
termodindmico surgem um ndmero enorme de estados metaestaveis, e dindmica
lenta serd uma conseqiiéncia légica da presenca de frustracdo. A superficie de
energia do sistema pode ser vista como sendo rugosa, com muitos minimos lo-
cais, mdximos locais e pontos de sela, num espaco multidimensional, todos estes
sdo ingredientes bdsicos de um sistema desordenado.

A presenca de frustragdo e desordem impedem o sistema de se ordenar fer-
romagneticamente a temperaturas baixas, e por tanto a magnetizacdo global de
equilibrio é zero num vidro de spin. No entanto, existe uma temperatura 7. de-
baixo da qual os spins ficam congelados durante escalas de tempo muito longas, e
se pode observar uma outra classe de ordem, a ordem vidro de spin. J4 que para
T < T, os spins ficam congelados muito tempo se espera que as magnetizagdes
locais sejam finitas nesta regido: m; = (S;) # 0. Também a funcdo de correla-
¢do spin-spin apresentard sinais aleatérios causados pela desordem, mas o valor
quadrético devera ser finito, apresentando um decaimento exponencial na regiao
nao-critica :

< (8i5))7 > oc exp (=[ri — 13/ /Esa), (1.11)

onde (.. .)r indica uma média térmica, e < ... > uma média na desordem das in-
teracOes. As correlagdes espaciais serdo finitas porque os spins estdo praticamente
congelados e decaem exponencialmente com um comprimento de correlagio ca-
racteristico, sg. &s¢ cresce a medida que T — T, e existe evidéncia de que
diverge em 7, junto com os tempos de relaxagdo, implicando uma transi¢do de
fase vidro de spin.

1.1.3 Vidros

Vidros estruturais ou vidros de janela sao muito comuns na natureza e na tec-
nologia e apresentam muitas semelhancas com sistemas com desordem congelada
como vidros de spin e sistemas em campos aleatérios. No entanto, os vidros estru-
turais ndo possuem na sua estrutura microscopica a desordem congelada de spin
caracteristica daqueles sistemas. Neste caso, a desordem é devida ao ordenamento
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aleatorio das posigdes das moléculas, que ndo conseguem se organizar numa es-
trutura cristalina e apresentam uma estrutura amorfa, sem simetrias evidentes.

De forma geral, um vidro € produzido resfriando rapidamente um material no
estado liquido até uma temperatura abaixo da temperatura de transi¢ao liquido-
solido 7},,. Se as moléclas que compoem a substincia apresentam diferentes ta-
manhos, por exemplo, um resfriamento rdpido pode causar a solidificacdo do ma-
terial em um estado amorfo. Nos bons formadores de vidros, como silicatos, um
resfriamento rdpido permite evitar que o sistema cristalize, qua atinja a estrutura
de menor energia. No entanto, o sistema solidifica numa estrutura amorfa, o vidro.
As caracteristicas termodindmicas deste estado amorfo dependem fortemente da
taxa de resfriamento (cooling rate) desde o estado inicial liquido. Existem vidros
polimericos, simples vidros moleculares, vidros metalicos, etc. Nestes sistemas é
possivel resfriar o estado liquido abaixo da 7}, sem cristalizar e entdao o sistema
entra num estado metaestavel, o liquido siiper-resfriado (supercooled liquid).
Quando super-refriado, a viscosidade do liquido cresce rapidamente varias ordens
de grandeza. Por exemplo, a viscosidade da dgua na temperatura ambiente é da
ordem de 1072 Pa - s. Na 4dgua stper-resfriada pode atingir o fantdstico valor de
102 Pa - 5. Neste ponto se diz que o liquido sofre uma transi¢fio vitrea na tem-
peratura correspondente 7,. Esta ndo € uma transi¢do termodinimica usual, no
sentido que nenhuma singularidade nos potenciais termodindmicos € observada.
E uma transicdo dindmica. O valor preciso de T, depende da taxa de resfriamento,
e é tanto menor quanto mais lento seja o resfriamento (ver figura 1.4). No estado
vitreo, o sistema ainda se comporta estruturalmente como um liquido, e por tanto
se observa uma pequena difusividade e o sistema ainda relaxa muito lentamente.
Isto acontece até uma temperatura mais baixa, T, na qual o sistema se congela e
entra num estado de s6lido amorfo.

Experimentalmente, a viscosidade ou os tempos de relaxacdo nos vidros sdo
usualmente descritos com boa aproximacao pela lei de Vogel-Fulcher:

n(T) = no exp (T—LTO) (1.12)
a qual apresenta uma divergéncia quando 7" — 7j. Os vidros com este comporta-
mento sdo chamados vidros frdgeis. Outros vidros, como os formados por silica,
apresentam um aumento da viscosidade mais lento, com uma divergéncia somente
para T" — 0. Estes s@o os vidros fortes. Neste caso, que corresponde a 1Ty = 0
na expressao anterior, a relaxacio € do tipo Arrenhius. O afastamento eventual do
comportamento Arrenhius determina o grau de fragilidade de um vidro [3, 4, 5],
como pode ser visualizado na figura 1.5.
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Figura 1.4: A entropia de um formador de vidro nos estados liquido, liquido super-
resfriado e vidro.
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Figura 1.5: Gréfico em escala log-linear da viscosidade em funcao de 7'/T} para
diversos sistemas moleculares formadores de vidros.

Uma pergunta fundamental ainda sem solucdo é qual € a natureza da transi¢ao
vitrosa. Numa transi¢ao de fases de segunda ordem a caracteristica fundamental é
a divergéncia de alguma susceptibilidade, ou o comprimento de correlacao entre
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as particulas, que crescem ao se aproximar da temperatura da transicdo e diver-
gem na transi¢do, e o aparecimento de um parametro de ordem finito. Nenhuma
destas caracteristicas € observada na transicao vitrea. Susceptibilidades espaco-
temporais de quatro pontos parecem dar conta de comprimentos de correlagdo
crescentes em alguns modelos de sistemas vitreos [6].

1.1.4 Sistemas granulares

Sistemas formados por graos [7] (ver Fig. 1.6) podem apresentar dindmica lenta
quando sujeitos a forgas externas, por exemplo, agitacdo .

Figura 1.6: Alguns exemplos de sistemas granulares.

Em auséncia de forcas externas um sistema granular, como uma pilha de areia,
ficard em equilibrio (local) indefinidamente, j4 que a energia térmica € desprezi-
vel aqui, sendo tipicamente ordens de grandeza menor que a energia potencial
necesdria para passar de um estado metaestdvel a outro. No entanto, se damos
um pequeno “’tapa” no recipiente contendo um sistema granular, os graos irdo se
reacomodar em novas posicoes, € o sistema ficard mais compacto. Se aplicarmos
uma sucessao destes tapas, de intensidade pequena, o sistema apresentard uma
dinamica de compactagdo lenta, com muitas semelhancas com a dindmica lenta
(térmica) observada em outros sistemas desordenados. O ponto fundamental a no-
tar neste caso € a necessidade de injetar energia externa no sistema para que este
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apresente dindmica, ja que a energia térmica (importante nos outros casos) € aqui
desprezivel.

O forcado externo nos remete ao campo da reologia. O parametro importante
nestes sistemas € a taxa de forcado (ex. shearing rate), que afetard todas as pro-
priedades dindmicas. A introducdo de uma taxa externa de injecdo de energia
gera uma escala de tempo caracteristica acima da qual a dindmica estaciondria é
recuperada. Outro ponto importante € que injetando energia no sistema as forcas
responsaveis nao sao mais potenciais (sao ndo-conservativas) e nao podemos mais
representar o sistema a partir de uma Hamiltoniana, devendo recorrer necessaria-
mente a uma descri¢do puramente dinamica e tipicamente dissipativa.

A semelhanca dos vidros, os sistemas granulares, quando fracamente forga-
dos, podem apresentar uma transicdo dindmica, na qual a distribuicdo de graos
congela para for¢ados abaixo de um certo valor critico. Esta transi¢do é conhe-
cida como jamming [8, 9]. Jamming acontece, por exemplo, em modelos de
transito de veiculos em ruas muito movimentadas, como ilustrado na Fig. 1.7.

Figura 1.7: Um exemplo de “jamming” no transito de veiculos.

1.1.5 Problemas de otimizacao

Como vimos, a dindmica de relaxacdo lenta em sistemas sujeitos a ruido térmico
ou a algum tipo de perturbagdo externa, apresenta algumas caracteristicas comuns
em uma variedade de sistemas de natureza completamente diversa, como sao os
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sistemas magnéticos desordenados, os vidros moleculares, os sistemas granula-
res, e até a dindmica de veiculos em vias muito congestionadas. O denominador
comum ¢ a dificulade do sistema em encontrar os estados mais estdveis, devido
a frustragdo gerada entre suas unidades, que se manifesta de diferentes formas
nos diferentes sistemas. Este problema geral de obter, ou relaxar, até os estados
estdveis define um problema de otimizacdo. Em muitos casos, o problema de
otimizacao pode ser formulado por um principio variacional: dado um conjunto
de graus de liberdade e um conjunto de vinculos entre eles, determinar os valores
6timos (minimos ou maximos) de certos observadveis, como podem ser a energia,
a entropia, o volume. No caso dos vidros de spin e dos vidros moleculares, o sis-
tema tende naturalmente a minimizar sua energia livre. Em termos da dinamica,
obter o estado que minimiza a energia livre, a partir de uma condig¢@o inicial de
energia livre alta, ¢ um problema complexo, devido a multiplicidade de minimos
locais, que podem tornarse mutuamente inacessiveis a medida que a temperatura
€ diminuida no sistema. Em um sistema granular, o problema de otimizacao con-
siste em encontrar o estado de volume minimo aplicando pequenas perturbagdes
que permitam relaxar o estado de equilibrio local. A dindmica destes processos
pode ser pensada em termos algoritmicos: qual o algoritmo mas eficiente para
obter os estados otimos em um dado problema de otimizacdo ?.

E natural tentar descrever este tipo de problemas com um formalismo mate-
matico geral. No campo da otimiza¢do combinatéria, um problema tradicional,
muito préximo dos problemas vistos antes, € o do Viajante de Comércio (Travel-
ling Salesman Problem) ou TSP. O TSP pode ser formulado da seguinte forma:
dada uma lista de cidades e as distancias entre todos os pares delas, determinar
o caminho mais curto que passa por todas as cidades apenas uma vez (ver Fig.
1.8).

Neste problema € natural identificar o mapa das cidades com uma rede de
spins, ou uma rede de moléculas, as ditancias entre elas como a intensidade das
interacdes nos sistemas fisicos, e o objetivo de determinar o caminho mais curto
sujeito a condi¢ao de passar por cada cidade apenas uma vez com o da determina-
¢do da configuracdo de menor energia sujeito aos vinculos macroscopicos em um
sistema termodinamico. De fato, alguns dos algoritmos mais eficientes para de-
terminar dinamicamente as “boas” solu¢des no TSP estdo inspirados na dinamica
de relaxagdo térmica em sistemas fisicos, como o algoritmo chamada “simulated
annealing”.
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Figura 1.8: Caminho mais curto entre as cidades do Estados Unidos com mais
de 500 habitantes. Ver https://www.crpc.rice.edu/CRPC/newsletters/sum98/news
tsp.html



Capitulo 2

Fenomenologia da dinamica lenta

2.1 Observaveis e medias estatisticas

Uma caracteristica fundamental dos sistemas fora do equilibrio térmico é que a di-
namica ndo € estaciondria, isto é, as grandezas dependentes do tempo sdo funcao
do instante a partir do qual as medidas comegam a ser realizadas. Desta forma,
além de considerar grandezas que dependem sé de um tempo, é importante ana-
lisar grandezas dependentes de dois tempos. Estas tltimas permitem obter infor-
macao muito mais precisa sobre processos dinamicos fora do equilibrio.

Observaveis que dependem sé de um tempo sdo, por exemplo, o pardmetro
de ordem ¢(t) ou correlagdes no regime estacionario C'(t). Em sistemas com de-
sordem, estas quantidades decaem a valores assintéticos de equilibrio tipicamente
com leis de poténcia:

<¢<f7 t)> = Qbeq(f) +ect™? (21)

Esta relaxacdo € caracterisitca da dinamica lenta, os colchetes representam uma
média temporal sobre diferentes caminhos possiveis da dinamica estocéstica. Fun-
¢cOes mais interessantes sdo as que dependem de dois tempos, como a funcdo de
correlagcdo de dois pontos:

C(Z, &, t,t") = (o(Z, t)p(Z, 1)), (2.2)

que representa a correlacio entre os valores do parametro de ordem no ponto Z ao
tempo ¢, com o respectivo valor no ponto Z’ ao tempo t’. Se o sistema apresentar
invariancia por translagdes espaciais, entdo C(Z, 7', t,t") = C(¥ — &, t,t'), como
€ o caso numa fase ordenada homogénea. No equilibrio, o sistema apresenta
também invaridncia por transla¢des temporais, C(Z, ', t,t') = C(Z =2, t —t'), e

17
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esta correlagdo decai a tempos longos para algum valor caracteristico, tipicamente
ao produto das médias do parametro de ordem nos pontos considerados, uma vez
que ¢ se descorrelaciona a tempos grandes. Se estamos interessados em estudar
apenas as flutuacdes respeito dos valores de equilibrio definimos a funcao de
correlaciao conectada de dois pontos:

Cc(f’ Tt tl) = <¢(fv t)Qb(f/? t,)> - <¢(f7 t)) <¢<J_‘ﬂv t/)>' (2.3)

Se estamos interessados apenas nas dependéncias temporais num mesmo ponto
podemos fazer © = x’ e definir a fun¢ao de auto-correlacio:

Cy(t,t) = / d?z C(7,1,1)). (2.4)

Definindo a transformada de Fourier da varidvel ¢(Z, t) como:

ok, t) = / d'T §(T,1) e (2.5)
e a transformada de Fourier inversa na forma:
1 R =
T, 1) = Ak o(k,t) e*? 2.
ot) = g [ AR o(E.0) e, @6

se obtém o fator de estrutura dindmico:
S(k,t,t) = / diz / A7 C(7, & 1, 1) e FE), (2.7)

O fator de estrutura é uma quantidade acessivel diretamente em experimentos, por
exemplo, de espalhamento de néutrons, nos quais este se pode escrever em funcao
da secdo de choque dos néutrons.

Outras quantidades importantes sdao as respostas. Se o sistema estd sujeito
a uma perturba¢do ou campo externo h(Z,t), o Hamiltoniano do sistema serd
modificado por um termo do tipo AH = — [d% h(Z,t)$(Z,t). A resposta
linear do sistema no ponto Z no instante ¢ quando se aplica uma perturbacgio dh
no ponto 7’ no instante ¢’ é dada por:

R(f,f’,t,t') - 5<¢(f7 t>>

~ Sh(et) 25
) h(&,t)=0
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A causalidade impoe que R(Z,27,t,t') = 0 se t < . Uma quantidade relacionada
€ a resposta integrada, que corresponde a resposta do sistema a uma perturbacao
aplicada durante um intervalo de tempo ¢ — ¢':

—

t
X(f,x’,t,t'):/ ds R(Z, 27 t, ) (2.9)
t/

Em particular, em um sistema magnético, uma quantidade de interesse experi-
mental direto € a magnetizacdo termo-remanescente, que € a magnetizacao que o
sistema tem depois de ter estado sujeito a um campo magnético externo h entre 0s
tempos inicial e um dado tempo de espera t,,:

tw
M (Z,t,ty,) :h/dda:’/ ds R(%, 2,1, 5), (2.10)
0

onde consideramos 5 constante e homogéneo.

2.2 Memoria e aging

Sistemas desordenados permancem fora do equilibrio durante escalas de tempo
muito longas, muitas vezes, durante todo o tempo que dura uma observagao ex-
perimental. Enfrentamos com um complicado problema dinadmico, para o qual a
mecanica estatistica de equilibrio ndo é de muita utilidade.

Do ponto de vista da fenomenologia, duas caracteristicas que definem a di-
namica de um sistema vitreo sdo a memoéria e o aging (envelhecimento). No
contexto da dindmica lenta, o significado destas palavras fica bem definido quando
consideramos quantidades a dois tempos, como correlagdes e respostas. Por exem-
plo, a funcdo de autocorrelagdo a dois tempos para um sistema de spins se define
na forma:

N
C(t,t) = % 7 Si(t) Si(t). @.11)
=1

Consideremos ¢ > t'. Esta funcdo mede como o sistema se afasta de si mesmo
durante a evolugdo temporal a partir do estado no instante . Em um experi-
mento tipico, o sistema é preparado num estado de alta temperatura, e logo su-
bitamente resfriado para uma temperatura abaixo da transi¢ao liquido- sélido, ou
paramagnética-ferromagnética. Assim € deixado relaxar até um tempo t' = ¢,
chamado tempo de espera (waiting time). Em ¢,, se come¢am a medir as corre-
lagdes até um tempo ¢.
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Figura 2.1: Autocorrelacdes de densidade apds um resfriamento rapido no Gas de
Rede Frustrado [19]. Os tempos de espera vao de 2° (curva inferior) até 2'7 (curva
superior).

Na figura 2.1, as diferentes curvas correspondem a tempos de espera diferen-
tes. O fato delas ndo colapsarem umas acima das outras € consequéncia do sistema
estar fora do equilibrio. Na dindmica estaciondria, ou de equilibrio, as fun¢des de
dois tempos dependem somente da diferenca entre os tempos C(t,t') = C'(t —t').
No caso fora do equilibrio, a invariancia por transla¢des temporais € quebrada. O
estado instantaneo do sistema, depende de toda a histéria dindmica ou, em outras
palavras, é importante ndo somente o tempo que passou desde que comegcamos a
medir, mas também o instante preciso no qual se deu inicio as medidas, ou seja t,,.
Na figura 2.1 podemos ver que se o tempo de espera € pequeno (curvas inferiores),
as correlacdes decaem rapidamente, o sistema rapidamente se afasta da configura-
¢do na qual estava em t = t,,. Mas para tempos de espera grandes, as correlagdes
inicialmente apresentam um decaimento mais ou menos rapido até um plateau,
num valor bastante alto de C'(t, t,,). Pensando em termos do espaco de fases aces-
sivel ao sistema, € como se este ficasse preso em uma regiao pequena, limitada, do
espaco total. O sistema relaxa no plateau durante um tempo consideravel, e po-
demos pensar que a ergodicidade estd quebrada. Mas se aguardamos o suficiente,
finalmente as correlacdes comegam a decair novamente até valores pequenos € a
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ergodicidade € restaurada. Podemos ver na figura que este regime de queda final
comecga em tempos cada vez maiores a medida que o tempo de espera aumenta.
Podemos dizer que, quanto mais velho € o sistema (medindo a idade pelo valor do
tempo de espera), menor a probabiliade que flua livremente no espaco de fases, e
consequentemente que se descorrelacione: o sistema envelhece.

Em um sistema desordenado, podemos imaginar este processo como a evolu-
cdo numa superficie de energia rugosa, como ilustradas na figura 1.2. Durante a
escala de tempo %,,, 0 sistema entra numa bacia de atra¢do correspondente a um
minimo local da energia. Quanto maior t,,, mais tempo o sistema ficard preso
no vale correspondente. Por tanto, se ¢,, for muito grande, o sistema passard
um tempo grande relaxando dentro de uma bacia, como se estivesse em quase-
equilibrio. Este comportamento se reflete na funcao de correlacdo a dois tempos:
neste regime de ¢,, grande e t — t,, < t,, a invariancia por translacdes temporais é
satisfeita e a dinamica € estaciondria. Neste regime temporal a dependéncia com
t,, € irrelevante, ndo se observa nenhum efeito de memoria na dinimica, é uma
dinamica de quase-equilibrio. O decaimento para o plateau geralmente acontece
em forma algébrica:

C(t — ty) & qua+ ¢ (t —t,) " (2.12)

A temperaturas muito baixas, para poder sair da bacia ou vale no qual se encontra,
o sistema deverd normalmente superar barreiras de energia consideravelmente
grandes. As escalas de tempo tipicas para este processo ativado sao exponenciais:

T x exp (AE/ET), (2.13)

conhecida lei de Arrehnius. Depois de tempos nesta escala o sistema consegue
escapar do vale e sair a explorar o restante do espaco de fases, e a correlacdo
decai. Este regime final corresponde a tempos ¢ — ., > t,,. Aqui podemos notar
que a dindmica nao € mais estaciondria, se diz que o sistema cai fora do equilibrio,
embora ele nunca chegue realmente 14. Toda a evoluc¢do observada corresponde a
uma dinamica fora do equilibrio.

Neste regime final podemos ainda notar que, para tempos de espera grandes,
o decaimento no regime fora do equilibrio é muito semelhante para diferentes
t,. A medida que t,, aumenta o sistema mergulha mais e mais na superficie
de energia rugosa. Argumentos gerais e estudos analiticos em modelos simples
[16, 17] indicam que, no regime de aging, as correlacdes obedecem uma lei de
escala nos tempos, da forma:

Cltty) = f ( hﬁ%) (2.14)




Daniel A. Stariolo - UFSC - 2020 22

com h(t) uma fun¢do de ¢ mondtona crescente e f(x) uma funcdo de escala. No
caso mais simples, somente uma escala temporal € relevante, além da escala de
equilibrio. Este caso corresponde ao chamada aging simples:

C(t, tw) = C(t/ty) (2.15)

Neste caso as curvas para os diferentes ¢, podem ser colpasadas em uma curva
mestra graficando C'(¢,t,,) em funcdo de ¢/t,,. Este comportamento de escala é
observado, por exemplo, no processo de crescimento de dominios, no qual a dina-
mica lenta se deve ao crescimento lento de paredes de dominio que apresentam um
tamanho ou comprimento caracterisitco a tempos grandes [1]. Também em alguns
modelos de vidros estruturais é observado um comportamento de escala com ¢ /%,
por exemplo nos modelos de vidros de spin com vinculo esférico [16, 28, 29].

Nos casos mais complexos, quando aparece uma distribuicdo completa de
tempos caracteristicos de relaxacdo, como no modelo SK, ndo é mais possivel
escalar as correlagdes com uma expressao simples envolvendo apenas dois tem-
pos, como as vistas acima. Seria necessdrio considerar diferentes fungdes h(t),
uma para cada escala temporal.

A fenomenologia observada na fun¢ao de autocorrelagao de um vidro de spin
pode ser resumida nas seguintes propriedades analiticas:

e Quebra fraca da ergodicidade (weak ergodicity breaking):

lim C(t,t') = qga + Cogt(t —t) (2.16)

t'—o0

Esta relacdo nos diz que a medida que o tempo de espera aumenta, a fungao
de autocorrelagdao desenvolve um plateau em um valor fixo ¢z 4, que repre-
senta a autocorrelagdo dentro de um vale. O plateau entdo € alcancado para
tempos ¢’ grandes em relagdo com a diferenca de tempos ¢ — ¢'. Quando
estes tempos sdo compardveis acontece um crossover entre uma dinamica
estaciondria e um regime posterior ndo-estaciondrio, o regime de aging, no
qual as correlagdes eventualmente vao para zero. Isto refor¢a a idéia de que
durante a relaxacdo no plateau o sistema se encontra num estado de quase-
equilibrio dentro de um vale, onde a dindmica € invariante por translacdes
temporais ou estaciondria. O tempo caracteristico onde acontece o cros-
sover entre as duas dinamicas depende do tempo de espera, e em geral do
modelo. A relac@o anterior se complementa com as seguintes:

lim C.u(t—1t)=0 (2.17)

t—t'— o0
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lim lim C(¢,t") = qga. (2.18)

t—t/—oo t/—o00
Ainda:
tlim C(t,t'") =0, t' finito. (2.19)
—00

A existéncia de dois regimes bem definidos nas auto-correlacdes indicam a
existéncia de pelo menos duas escalas temporais importantes no sistema. O
numero de escalas temporais, ou escalas de correlacdo, depende do modelo,
um caso extremo sendo o modelo SK, que apresenta um nimero infinito
de escalas de correlacdo. O termo quebra fraca de ergodicidade se refere
ao fato que, no regime quase-estaciondrio, o sistema parece evoluir numa
regido do espaco das fases de “tamanho” proporcional a qg 4, ou seja, a er-
godicidade parece quebrada. No entanto, depois de um tempo de crossover,
que depende do tempo de espera t/, o sistema “escapa” dessa regido e as

7z

correlagdes relaxam a zero. Ou seja, a quebra de ergodicidade € “fraca”.

De forma geral, € possivel decompor a fun¢do de autocorrelagdo em duas
partes, uma estaciondria e outra de aging, na forma:

Ct,t') = Cog(t — ') + Coy(t, 1) (2.20)

Além dos vidros de spin, os outros modelos descritos antes também apre-
sentam o escendrio de quebra fraca da ergodicidade. Por exemplo no pro-
blema de crescimento de dominios, o regime estaciondrio corresponde a
dinamica rdpida de flutuacdes térmicas dentro dos dominios ja formados,
enquanto o regime de ndo-equilibrio ou aging corresponde ao processo de
crescimento propriamente dito das paredes dos dominios, que € um processo
com dinamica lenta. No caso dos vidros estruturais, a dinimica estaciona-
ria corresponde a de vibragdes da particulas dentro de ’gaiolas” formadas
pelas vizinhas, enquanto que o regime fora do equilibrio corresponde a rela-
xacdo estrutural onde as gaiolas se desmancham e o sistema como um todo
se restrutura através de um processo altamente cooperativo entre as parti-
culas. O mesmo acontece em sistemas granulares quando sdo perturbados
externamente por uma perturbacdo fraca.

e Memoria fraca de longo prazo:
De forma geral, a fun¢do resposta pode ser decomposta em dois termos,
semelhante ao feito com as correlacgoes:

R(t,t)) = Rogy(t — ') + Raoy(t, 1)) 2.21)
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onde R.q(t —t') = limy o R(t,t"). Para tempos grandes a resposta vai a

Zero:
lim R(t,t) =0 (2.22)
t—o0
Também
lim lim R(t,t) =0 (2.23)

t—t'—o0 t/ -0

o que implica

tflti’gloo Rea(t—t)=0 e tlgglo Ray(t,t") = 0. (2.24)
Em suma, as respostas vao a zero para tempos suficientemente grandes. No
entanto, em diferentes modelos se verifica que a resposta integrada preserva
uma dependéncia explicita no tempo de espera. Isto implica uma memoria
de longo prazo fraca, o sistema preserva uma memoria “média” (na resposta
integrada) do seu passado. No entanto ela é fraca porque as respostas final-
mente decaem a zero, sO a resposta integrada apresenta uma contribui¢ao
finita a tempos grandes.

2.3 O Teorema de Flutuacao-Dissipacao

O Teorema de Flutuagdo-Dissipagdo (TFD) diz respeito a uma série de relagdes,
muito gerais, entre correlacdes e respostas de sistemas estatisticos em equilibrio.
Existem relacdes entre as quantidades estdticas, por exemplo, a resposta de um
observavel a um pequeno campo externo aplicado é proporcional as flutuacdes
em equilibrio do observavel:

x=—5-| =80~ (0))?) (2.25)

onde 5 = 1/kgT é ainversa da temperatura de equilibrio e < O >, é o valor mé-
dio de equilibrio de um observavel O em presencga de um pequeno campo externo
h. Esta € uma forma do Teorema de Flutuacdo-Dissipacdo estdtico.

Relacdes semelhantes exsitem entre as correspondentes quantidades dindmi-
cas. Na dinamica estaciondria, o TFD relaciona correlagdes e as respostas corres-
pondentes na forma:
dC(r)

dr ’

R(r) =8 (2.26)
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onde 7' é a temperatura do banho térmico. Estas relacdes sdo independentes de
modelos particulares, sdo satisfeitas para qualquer sistema em equilibrio térmico.
Escrevendo as correlacdes e respostas explicitamente como fungdes de dois tem-
pos, o TFD se escreve:
_10C(t,ty)
T T Ot
onde R(t,t,) = R(t — t,) e C(t, t,) = C(t — ty).
Em sistemas fora do equilibrio estas relacdes nao sao vélidas de forma geral.
Em sistemas com dindmica lenta se encontrou que existe uma generaliza¢do muito
interessante do TFD para os diferentes regimes temporais da dindmica [16, 18].
Enquanto no regime de quase-equilibrio o TFD se satisfaz, indicando que neste
sentido o sistema parece estar em equilibrio, no regime de aging se observa uma
violagdo do teorema, com uma relagdo generalizada entre correlacdes e respostas
da forma:

R(t, ty) (2.27)

X(t,ty) 0C(t, ty)

T Oty
Uma nova fungdo aparece, X (¢,t,) = TR(t,ty,) %, chamada razdo de
Sflutuacdo-dissipacdo. Podemos obter informagdo sobre esta funcdo analisando,
por exemplo, a dependéncia da magnetizagdo termo-remanescente, que € uma

resposta integrada acessivel experimentalmente:

R(t,t,) = (2.28)

M(t, t,) = h/tdsR(t,s)

2
h (! oC(t, s)

= %/tw X(t,s)dC(t,s)

Em modelos de campo médio se verificou que a fun¢do X (¢, s) depende dos tem-
pos somente através da correlagdo, ou seja, X (t,s) = X (C(t,s)), o que permite
escrever:

h C(t,t)

M(t,ty,) = —/ X(C)dC (2.30)

T Jeta)
Se graficarmos, para cada t,,, um curva paramétrica de 7" M (t, t,,) /h em fungdo
de C(t, t,,) utilizando ¢ como parametro, a fun¢do X (¢, t,,) é obtida como a decli-
vidade dessa curva paramétrica, ou:

X(C) 1dM

T — hdC (2.31)
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Na figura 2.2 podemos ver a forma de um gréfico paramétrico obtido de simu-
lagdes do gas de rede frustrado (FILG) e do modelo de Edwards-Anderson em
d=3 [20]. Os resultados do FILG apontam para dois regimes no comportamento

0.2
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Figura 2.2: A resposta integrada versus as autocorrelacdes de densidade no mo-
delo de gds de rede frustrado (FILG) [20]. No inset as curvas correspondentes
para o modelo de vidro de spin de EA em d=3.

da resposta integrada em fungdo da auto-correlagdo:

e Para C'(t,t,) > qgra, ou seja, no regime de tempos tais que t — t,, < t,,
o sistema se encontra no regime de quase-equilibrio e o TFD ¢ satisfeito.
Neste regime se verifica X (¢,¢,,) = 1 e entdo da eq.(2.30) obtemos:

T

EM(z;tw) =1-C(t,ty) (2.32)
onde se fez C'(t,t) = 1 para spins de Ising. Ou seja, a resposta integrada de
equilibrio varia linearmente com a correlacdo, com uma declividade igual a
—h/T. Estarelagdo deve ser satisfeita por qualquer sistema em equilibrio.

e Quando C'(t,t,) cai por debaixo de gra, ou seja no regime de tempos
t —t, > t,, o sistema se encontra no regime de aging, fora do equilibrio,
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e o TFD nao € mais satisfeito. No caso do FILG se observa outro regime
linear, indicando que X (t, ¢,,) ainda é uma constante, porém diferente de 1.
Uma pergunta que se coloca imediatamente € se este novo valor da fungdo
X estd dando alguma informacao sobre o regime de aging da dindmica. No-
temos no inset da figura que o resultado para o vidro de spin de EA em d=3
¢ semelhante, embora o segundo regime linear ndo estd tao bem definido
como no caso do FILG. A existéncia de dois regimes lineares € indicativo
da presenca de somente duas escalas de tempo importantes na dindmica de
relaxacdo dos sistemas, a escala da dindmica de equilibrio e outra escala
caracteristica da queda fora do equilibrio. Este comportamento € tipico de
vidros estruturais. No entanto, num vidro de spin sabemos que existe uma
distribui¢do de escalas temporais, associadas com a presenca de barreiras de
energia cuja altura também é dada por uma distribuicdo continua. De fato,
um grafico paramétrico para o modelo SK mostra que, além do regime de
equilibrio, onde o TFD ¢ satisfeito, existe uma segunda regido onde a curva
da resposta integrada apresenta uma variagdo continua da declividade, indi-
cando neste caso a presenga de toda uma variedade de tempos caracteristi-
cos. A interpretacdo do resultado para o modelo EA em dimensao finita é
ainda motivo de controvérsia no sentido de se existem mais de duas esca-
las no modelo, como no limite de campo médio (SK) ou se somente duas
escalas estdo presentes, como nos vidros estruturais. Outros sistemas que
apresentam somente dois regimes sdo os sistemas que ordenam via um pro-
cesso de crescimento de dominios, como um ferromagneto. Neste caso, o
segundo regime tende a uma linha reta horizontal quando t,, — co. Ou seja
limy, o0 X (¢,t,) = 0.

Os comportamentos diferentes observados nos graficos paramétricos para vi-
dros, vidros de spin, sistemas com crescimento de dominios e outros permitem
definir algo semelhante as “classes de universalidade” dos sistemas, de acordo
com o seu comportamento dinamico fora do equilibrio. Ou seja, podemos usar o
gréafico paramétrico para classificar um sistema particular como pertencente a uma
familia de sistemas com caracteristicas dindmicas semelhantes.

Finalmente se observamos a forma da relacao modificada do TFD (2.28) surge
imediatamente a comparac¢do com a forma original do teorema, no sentido de su-
gerir uma interpretag@o fisica para a fun¢ao X (t,¢,). De fato, uma possibilidade
muito interessante € associar uma temperatura efetiva ao sistema no regime de
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aging, definida por:
T

X (t,ty)

Com esta definicao a forma original do TFD € recuperada e se da um sentido fisico
a funcdo X. De fato, no caso de um sistema com duas escalas de tempo, tem-se
demonstrado que a T¢ s definida acima corresponde a uma tempratura fisica, que
pode ser medida por um termometro acoplado aos modos lentos do sistema [18].
Notemos que esta temperatura efetiva depende do tempo, ja que o sistema estd fora
do equilibrio. No caso dos sistemas com somente duas escalas, como os vidros, o
valor de X assintético, quando ¢,, — oo depois de fazer N — oo é uma constante
diferente de 1, e por tanto o sistema fica para sempre no regime de aging com um
valor fixo da temperatura efetiva. No caso de um vidro de spin como o modelo SK,
que apresenta uma funcio X ndo trivial, dependente de muitas escalas temporais,
teriamos uma evolu¢do temporal da temperatura efetiva, a medida que o sistema
mergulha mais e mais em estados mais préximos do equilibrio, até o limite final
de equilibrio no qual X (¢,t") = 1.

Teps(t ty) = (2.33)



Capitulo 3

O modelo SK com vinculo esférico

3.1 Propriedades de equilibrio termodinimico

O modelo esférico para um ferromagneto (juntamente com o modelo gaussiano)
foi introduzido por Berlin and Kac [23, 24] como uma aproximag¢ao ao modelo de
Ising. Em lugar do vinculo local de Ising sobre os spins (S? = 1), no caso esférico
estes podem tomar quaisquer valores reais S; € R sujeitos ao vinculo global:

N
Y SP=N 3.1)
i=1

O Hamiltoniano do modelo é:

|
H=—3 > i 8i 85, (3.2)
i,J

onde J;; s@o as constantes de interacdo de pares, € a soma € sobre todos os pares
conectados em uma rede ou grafo arbitrario. Na presente discussao iremos consi-
derar o caso completamente conectado, ou seja, com todos os pares 7, j incluidos
na soma. Neste caso, similar ao modelo de Sherrington e Kirkpatrick de vidro de
spin, a aproximacdo de campo médio corresponde a solu¢do exata do problema.
As interagOes J;; sdo varidveis aleatorias Gaussianas, distribuidas de acordo a:

P(Ji;) = (210®) 2 exp [~ (Jy; — Jo)? /207 (3.3)

onde Jy = J/N € o valor médio das interagdes e 0> = J2/N € a variancia das
mesmas. A normalizacdo com o nimero de particulas N garante a extensividade
da energia, por causa das interagdes de longo alcance.

29
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No presente caso, considerando o termo constante .Jy = 0, J é uma matriz ale-
atéria do ensemble ortogonal Gaussiano (GOE), com elementos dados por (3.3).
A densidade de autovalores no limite N — oo é dada pela “lei semicircular de

Wigner”:
PO = 5 /AT = ), G4

com autovalor maximo \,,,, = 2J.

O modelo tem solugdo exata [27], e apresenta uma transi¢do de fases continua
entre uma fase desordenada de alta temperatura e uma fase vidro de spin a uma
temperatura critica 7, = J. A energia livre acima e abaixo da transi¢do resulta:

f(T):{ —LZ _1l7(1+m2), T>T.

Wm(L)-J+I, T<T,
2 27 4 c
Incluindo no Hamiltoniano (3.2) um termo de campo magnético externo na forma
AH = —h ), s;, e fazendo h = 0 no final é possivel calcular as médias da
magnetizagdo local m; = (s;) e do quadrado m? = (s?). Para T > T, ambas as
quantidades se anulam. Para T" < 7, se obtém:

(3.5)

m; = 0

T
2 = 1-= 3.6
mz J’ ( )

um resultado tipico de uma fase vidro de spin. O quadrado da magnetizagao local
define o pardametro de Edwards-Anderson, que é o parametro de ordem do modelo
qea = m?. Vemos neste resultado que a transi¢do da fase de alta temperatura para
a fase vidro de spin é continua, com expoente 5 = 1/2, valor correspondente a
aproximac¢ao de campo médio, que para este modelo resulta exata.

Esta solugdo € equivalente a solu¢do do modelo SK com simetria de réplicas.
No entanto, enquanto uma andlise da estabilidade da solugdo réplica simétrica in-
dicou uma instabilidade no modelo SK, no caso do modelo esférico esta solucao
¢ estavel. Por tanto o modelo SK esférico apresenta somente dois estados termo-
dinamicos simétricos a baixas temperaturas, com parametros de ordem +qz 4, em
oposi¢do ao numero exponencial de estados presentes no modelo SK com spins
de Ising. Neste sentido o modelo SK esférico € mais parecido a um ferromganeto
desordenado e menos a um verdadeiro vidro de spin. No entanto veremos que
a dindmica do modelo € complexa, apresentando relaxacdes lentas e aging como
em outros sistemas desordenados. Porém, da andlise da violagdo do Teorema
de Flutuacdo-Dissipagdo veremos que o comportamento do modelo se asemelha
mais ao que acontece em processos de crescimento de dominios em sistemas com
ordem tipo ferromagnética.
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3.2 Dinamica de Langevin

Para introduzir o vinculo esférico na dinAmica € conveniente introduzir um multi-
plicador de Lagrange dependente do tempo no Hamiltoniano:

H:—%ZJZJSZSJ—F? ZS?—N —Zhlsz (37)
i#j i i
onde z(t) tem que ser determinado de forma autoconsistente para impor o vinculo
esférico para todo tempo t. h; € um campo magnético externo.

Como estamos interessados em estudar a dinamica de relaxacio ao equilibrio
do modelo em contato com um banho térmico, que é uma dindmica dissipativa
com uma componente estocdstica por causa da temperatura, uma formulagdo na-
tural da dinamica € o formalismo de Langevin. Este formalismo foi introduzido
originalmente por Paul Langevin em 1908 para descrever o movimento browniano
de uma particula. Consiste esencialmente em separar as forcas como tendo duas
diferentes origens: forcas deterministas, que dao lugar ao movimento em grande
escala do sistema, e forcas estocdsticas, provenientes da interacdo do sistema com
0 ambiente, que representam uma espécie de ruido na dindmica, uma componente
aleatdria ou estocdstica. Além das forgas deterministas (externas) e estocdsticas,
a descricao de Langevin inclui também um termo dissipativo, em geral proporci-
onal a velocidade de deriva do sistema, que provém também da interagdo com o
ambiente e da lenta troca de energia com o mesmo enquanto o sistema tenta se
equilibrar na temperatura do banho térmico. Finalmente, a dindmica de Langevin
descreve as propriedades estatisticas do sistema, ja que, como veremos, o ambi-
ente € considerado em termos de suas propriedades estatisticas, como uma fonte
de ruido aleatdrio.

Vamos considerar que os graus de liberdade do banho térmico estdo equilibra-
dos na temperatura 7. A dindmica de relaxa¢do desde um estado inicial de alta
temperatura para um estado de baixa temperatura corresponde a uma dindmica
com termo dissipativo forte. Neste caso o termo inercial das equacdes de New-
ton pode ser desprezado, e o sistema de equagdes de Langevin fica definido na

forma [28]: 5 5
S; _ H ' .
R O R oy
com
<&(t)> = 0,
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onde o coeficiente de amortecimento foi absorvido em 71" e kg = 1. Para o modelo
esférico obtemos:

88
S= ) Ty — 2(t) si(t) + ha(t) + &(t). (3.10)
7]
Podemos notar que a expressdo anterior corresponde a um sistema linear de N
equagoes diferenciais estocdsticas acopladas para a dinamica da varidvel de spin.
Em notacdo matricial, o sistema de equacdes de Langevin se escreve:

oS

ot
Como a equagdo € linear € conveniente trabalhar na base de autovetores da matriz
de interacdo. Lembrando que a transformagdo para a base de autovetores da matriz
de interac¢do é dada pela matriz V na forma Y = VT'S. Nesta base o sistema se
desacopla, e obtemos uma equagio para cada componente y;(t):

Iy
ot

onde H; e n; sdo as proje¢des do campo magnético e do ruido na base de autove-
tores de J;; respectivamente. O ruido na base de autovetores satisfaz:

=JS —z(t)S+h+ &(1). (3.11)

= (N — 2(t)) ya(t) + Hy(t) + mi(t) (3.12)

= VF&G®) =0, (3.13)
k=1
(&
(mi(t)n Z VEVHE()E(5)).- (3.14)

Usando (3.9) e a ortogonalidade dos autovetores de J, concluimos que:
(ni(t)) = 0,
(i) m; (1)) = 2T 60t —1), (3.15)

ou seja, as varidveis aleatérias do ruido na base de autovetores satisfazem exata-
mente a mesma estatistica das varidveis na base original. A solucdo formal das
equagdes dinamicas (3.12) é:

t
yi(t) :yi(()) 6)\ (t—to) ftoz(s 5+/ dt” i (t—t" 7ft,,zs S(Hi(t,/)+7]i(t,/))
t
’ (3.16)
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Notamos que esta solucdo geral € valida para qualquer tamanho N e para qualquer
sistema com matriz de interacdes de pares simétrica com autovalores Ay, Ao, ..., An.
Para completar a solugdo falta determinar a dindmica do multiplicador de La-
grange z(t). Vamos ver que essa equacdo é dada precisamente pelo vinculo esfé-
rico.

Finalmente, a escolha da condi¢do inicial depende do processo que queremos
estudar, seja por exemplo um resfriamento rapido desde um estado desordenado
ou a dinadmica de equilibrio do sistema. Vamos ver que o estado assintético do
sistema depende da condi¢do incial.

3.3 Solucao para T=0

A temperatura zero, e para campo externo nulo, H;(t) = 0 Vi, a dindmica de
relaxacdo corresponde a uma descida pelo gradiente do potencial. O estado fi-
nal dependerd da estrutura da paisagem de energia. Se a superficie de energia
ndo apresenta minimos locais, se espera que o sistema tenda para o estado fun-
damental. Este € o caso do modelo SK com vinculo esférico. Em modelos mais
complexos, o nimero de minimos locais pode ser grande, e a dindmica para’7’ = 0
convergird para o minimo local mais préximo a condicio inicial, sendo necessa-
ria a presenca de ruido térmico para permitir a relaxagcdo para estados de menor
energia.

Fixando sem perda de generalidade ¢, = 0, a equacdo (3.16) para as compo-
nentes do vetor de estado do sistema se reduz a:

yi(t) = y:(0) y(t) M, (3.17)
onde

(1) = exp {— /0 ") ds} (3.18)

¢ uma fun¢do do multiplicador de Lagrange z(t), que deve ser determinado de
forma auto-consistente. Para isso, definimos a fun¢do de auto-correlacdo na forma:

Oyt t) = = Z si(t)si(t'), (3.19)

onde o subindice J indica que estamos considerando uma realizagdo particular do
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sistema. Substituindo S = VY obtemos:
1
Cy(t,t) = N ST(t) - S(t)

1

/ 1 al /
= NYT(wVTVY(t)=N;yi<t>yi(t>. (3.20)

Substituindo (3.17) na expressao anterior:

N

Colt.t) =(01() + SR Oep N +0) 32D

O vinculo esférico implica C;(t,t) = 1, o que fornece uma equagdo para deter-
minar o multiplicador z(t):

11
) = W 2 U (O exp (2A). (3.22)
=1

Entdo, dado um modelo com um nuimero fixo de varidveis dinAmicas N e uma
dada matriz de interacdo J, caracterizada pelo conjunto de autovalores \;, 1 =
1,..., N, a equacdo anterior determina o multiplicador de Lagrange para essa
realizacdo da desordem. Este resultado inserido em (3.17) permite determinar
completamente a evolug@o dindmica do sistema a 7" = 0.

3.3.1 Tipos de condicoes iniciais

Trabalhando na base que diagonaliza a matriz de interacao J, as condi¢des iniciais
y;(0), ¢ = 1,..., N determinam o estado assintético do sistema. Vamos discutir
algumas escolhas particulares que levam a diferentes estados finais:

Estado inicial puro
Consideremos a condi¢ao inicial:

4i(0) = VNG, (3.23)

Seja V, a coluna da matriz de autovetores V correspondente ao autovetor de
indice o. A condic@o anterior implica que o estado inicial S(0) apresenta uma
projecao finita apenas sobre o autovetor V,:

V7S(0) = VNb,,. (3.24)
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Neste caso, (3.22) da y(t) = exp (—A,t), resultando:
yi(t) = VNG, e, (3.25)

Notamos que, neste caso, o sistema permanece congelado no estado inicial. Isto
€ consequéncia do fato dos autovetores serem pontos criticos da superficie de
energia potencial, e por tanto, se o sistema € inicializado em um destes pontos
estaciondrios, ele permanecera nesse ponto de equilibrio para sempre, se 7' = 0.

Estado inicial misto

Consideremos agora o estado incial para as varidveis projetadas:

N n
3i0) =/ > o, (3.26)
k=1

onde n < N. Esta condigdo inicial corresponde a um estado S(0) que é uma
combinacdo linear de autoestados:

S(0) = \/g >V, (3.27)
k=1

_ Vi |
\/ZZ:I exp (2)\Vk t)

As varidveis projetadas sdo dadas por:

n i
vi(t) = VN (Z 6) S (3.29)

[Son 2t
k=1 D g1 €M

Por tanto, as componentes sem projecao sobre as n dire¢des escolhidas serdo nulas
para todo ¢. As outras componentes se reduzem a:

(1) = VN
\/1 + ZZ;ET=1 GQ(A”kf)‘”T)t.

Notamos que todas as componentes, exceto a correspondente a0 maximo dos au-
tovalores \,,, ..., A, vao parazero a tempos grandes. Concluimos que, com esta
condi¢do inicial, o sistema acaba condensando sobre o autovetor correspondente
ao maximo Az, dos autovalores da projecao inicial:

lim g (1) = VNG;, - (3.31)

Neste caso:

v(t) (3.28)

Yu, (3.30)
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Estado inicial uniforme

Este estado inicial corresponde a escolher y;(0) = 1 para todas as componen-
test = 1,...N. Este estado corresponde a uma configuracdo inicial do estado
original com a mesma projecdo sobre todos os autovetores:

N
S(0) =) Vi, (3.32)
k=1

ou seja, € um estado inicial desordenado, equivalente ao estado misto quando n =
N. Resolvendo as equagdes para y(t) obtemos para a evolugdo das componentes
projetadas sobre a base de autovetores:

VNerit VN

/Zszl 2\t \/1 + Zi\;i:l e2(Ae—Xi)t

Este caso deve ser analisado com atencdo. Como o nimero de estados con-
tribuindo para a condicdo inicial € igual ao total de autoestados do sistema, a
condic¢do inicial tem projecdo finita sobre todas as dire¢des correspondentes aos
autovetores da matriz J. Isto implica que, o limite N — oo em geral ndo comutard
com o limite de tempos grandes ¢ — oo. Se tomarmos o limite de tempos grandes
antes de fazer o limite termodinamico, entdo a dinamica serd ergédica e o sistema
relaxara para o equilibrio. No entanto, se fizermos o limite termodindmico antes
do limite de tempos grandes, a ergodicidade poderd ser quebrada e o sistema ficar
para sempre fora do equilibrio. As caracteristicas do estado para ¢ — oo nestes
casos ird depender fortemente da estrutura de autovalores da matriz de interacao.

(3.33)

3.4 Relaxacao desde um estado inicial desordenado

Como vimos na secao anterior, o Unico caso que pode levar a um comportamento
assintético ndo trivial para 7' = 0 € o correspondente a condi¢des iniciais desor-
denadas, ou, na base de autovetores, y;(0) = 1 paratodoi = 1,..., N, no limite
termodinamico.

3.4.1 A funcao de autocorrelacao

Para realizar a média sobre a desordem na matriz de interagdo, introduzimos a
densidade de autovalores da matriz aleatéria J. A funcdo de autocorrelacio se
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expressa na forma:
C(t,t') = / dX p(N\)Cy(t, 1), (3.34)

Com a distribui¢@o de autovalores dada pela lei semicircular de Wigner, equagao
(3.4), e fazendo J = 1, a partir da (3.21), no limite N — oo obtemos:

cwt) = 2w) [ AvTRe)
= B,

onde /;(z) é uma funcdo de Bessel generalizada [26]. Da condicdo para a fungio
de auto-correlag@o a tempos iguais obtemos a fungdo 7(%):
I, (4t)

Ctt) =1=7"() =~ (3.36)

7(t) =4/ ]jit)- (3.37)

Desta forma temos uma soluc@o fechada para C'(¢,t):
2Vttt L[2(t+ )]
t+t \/I,(4t) I,(4t)
2yu  L[2(t+1)]
1+u /T, (4t) I, (4t")

(3.35)

donde

C(t,t) =

(3.38)

onde definimos u = t'/t.

e Regime de aging
Este setor corresponde a fazert — oo et/ — oo com 0 < u < 1. Para tem-
pos grandes, podemos usar uma expansao assintética da funcao de Bessel:

v —1
Ii(z) = \/Z% {1 — ng + 0(1/x2)} : (3.39)

onde ¢ = 4k2. Obtemos:
L2t+¢)] (8wt)*(8xt)Y/*
I, (4t) I, (4t) [4m(t + t7)]1/2
1/4
NG u

(1+wu)t/?

(3.40)
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Substituindo este resultado em (3.38), obtemos o comportamento da auto-
correlagcdo no regime de aging:

/4
(1+u)s?

Ct,t) ~ C(u) = 2V2——r (3.41)
Vemos que, neste regime, a funcdo de autocorrelacdo depende somente da
varidvel de escala u = t'/t. Este resultado é um caso particular de um
resultado geral sobre o comportamento de fun¢des de dois tempos no regime
de aging, que diz que a dependéncia com ¢ e t’ é sempre na forma h(t') /h(t),
com uma fung¢@o A que depende do sistema [17]. No presente caso h(t) = t.

Ainda neste regime notamos que, se ¢’ é finito, sempre existe um ¢ suficien-
temente grande tal que u — 0 e C'(¢,¢') — 0. Esta € uma caracteristica da
quebra fraca de ergodicidade discutida em (2.2).

e Regime estaciondrio ou de quase-equilibrio
O regime de quase-equilibrio se obtém fazendo com que ambos 0s tempos
t — ocoet’ — oo, deformaquee = (t—t')/t — 0eu— 1. Neste regime:

(1-— 6)3/4
(1+4¢€)3/2

Na ordem mais baixa em ¢, C'(¢,t') — 1. Entdo, para 7" = 0, no regime
estaciondrio, a fun¢@o de autocorrelacao toma o mais alto valor possivel.

C(t,t') = (3.42)

3.4.2 A funcao resposta

A funcdo resposta a dois tempos na base de autovetores, para um realizacio fixa
da matriz de interagdes J, se define na forma:

1 3i(t)

Ry(t,t) = 5H) |,

(3.43)

H;=0

Fazendo a variacdo em (3.16) obtemos:

N
2 i(t—t") eft,zs

i=1

t N
= Z M=) (3.44)

R,(t,t) =

==
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No limite termodinamico, fazendo a média na desordem, resulta:

R(t,t") = /d)\p()\)RJ(t,t/)

t 1 (4t) L[2(t — t)]
vhL4t)  t=t

Para tempos grandes:

L(4t) L[2(t — )]
t t—t

R(t,t') ~ ¢34

e Se ¢’ permanece finito:

LI2(t—t)] 1 €

t—t At

resultando:

V2 3/ L(4¢)

RO~ Gy t

39

(3.45)

(3.46)

(3.47)

(3.48)

Notamos que a resposta decai lentamente com ¢, com uma lei de poténcias

de expoente 3/4.

e Set o0, t' »>wee=(t—t)/t >0eu=1,

v t\srt |

resultando: I y
t— /

R(t,t/) ~ 1[t( t/ )} efQ(tft )

]1(4t/) 1/2 1 e 1/2 1 e2t’
Sl

(3.49)

(3.50)

Observamos que neste regime, ao contrdrio da autocorrelacdo, a fungao
resposta apresenta um comportamento estaciondrio quando os tempos sao

grandes porém a diferenca entre eles € finita.
e No regime de aging t,t — cocom 0 < u < 1:

I [Qt(l o u)] B th(l—u) 62(1&—#)

t(1—u) - VaT[t(1 — u)]3/? - VAT t3/2 (1 — u)3/27

(3.51)
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€ obtemos:

32 (1 i 1
R(t,t)~t - —_— 3.52
e~ (1) (.52)
Para u fixo a fun¢do resposta decai com o tempo ¢t com uma lei de po-
téncias. Notamos que o comportamento com os tempos nesta escala € mais
complexa do que para a funcdo de autocorrelacao, ndo correspondendo sim-
plesmente a uma funcao de u, dependendo explicitamente de .

3.4.3 A magnetizacao “staggered”

Se define a magnetizacdo ‘“‘staggered” como a projecdo do vetor magnetizagdo
sobre a base dos autovetores de J. Esta projecdo € dada pela equacao (3.17):

yi(t) = y:(0) y(t) M, (3.53)

com ~(t) dada pela (3.37). Usando a expansdo assintética da fungdo de Bessel,
eq. (3.39), obtemos:
yi(t) — 34 et (3.54)

Este resultado leva a dois comportamentos diferentes possiveis para tempos gran-
des:

i) Se \; # 2, entdo y;(t) — 0 exponencialmente rapido.

i) Se \; = 2,
yi(t) o< 134, (3.55)

e a magnetizagdo staggered na dire¢cdo do maximo autovetor cresce com o tempo
algebricamente. Isto implica que o sistema tende a condensar no estado corres-
pondente ao mdximo autovalor da matriz de interacao.

3.4.4 A densidade de energia

Existe uma relagio simples entre o multiplicador de Lagrange z(¢) e a densidade
de energia do sistem £(¢). Para obter esta relagao, multiplicamos ambos lados da
equacdo de Langevin (3.10) por 1/N s;(t'), somamos sobre o indice i, e toma-
mos a média na desordem. Obtemos uma equacdo para a derivada da funcdo de
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autocorrelacdo na forma:

M < S Jysilt > —2(1) C(t, 1) (3.56)

i#j

onde os colchetes indicam média na desordem. Fazendo agorat’ — ¢ notamos que
o primeiro termo do lado direito € igual a —2¢(t). Neste mesmo limite se verifica
que 0C(t,t')/0t — 0 ja que C(t,t) = 1. Obtemos finalmente z(t) = —2¢(¢).
Logo da defini¢do da funcdo 7(t), equacdes (3.18) e (3.37), obtemos:

Oln~y(t
2e(t) = | 63(])/ 4
5 = 2]1 243. (3.57)
Usando a relacdo de recorréncia para as fungdes de Bessel:
d
x%]k(m) —kIi(z) = —x L1 (2), (3.58)
obtemos I (4t
e(t) = ITEZR;. (3.59)
Para tempos grandes: 5
e(t) ~ -1+ 37 (3.60)

A densidade de energia decai lentamente para o equilibrio com a inversa do tempo
transcorrido desde o “quench”.



Capitulo 4

A superficie de energia do modelo
SK esférico

4.1 Campo externo nulo

Como vimos, o modelo esférico apresenta uma rica dinadmica de relaxacdo, com
regimes de dindmica estaciondria ou de equilibrio, e regimes fora do equilibrio
termodinamico nos quais, dependendo das condic¢des inciais, pode nunca atin-
gir o equilibrio em escalas de tempo finitas. Sendo um modelo definido por um
hamiltoniano, € natural pensar que a dindmica de relaxacdo esteja fortemente in-
fluenciada pela estrutura da energia potencial do sistema. A energia do modelo
SK esférico

N
1
HN[Sl,SQ,...,SN] :—521]” SZ'S]', (41)
1,3

é uma fungdo SV ! — R, definida sobre a esfera (N — 1)-dimensional. A medida
que o sistema relaxa com uma dinamica dissipativa, ele transfere energia para o
banho térmico, e ird se aproximar dos pontos de equilibrio da superficie de ener-
gia. Como a dimensdo da superficie € muito grande, podemos esperar que esta
apresente um numero grande de pontos criticos, que sdo pontos estaciondrios,
onde as derivadas parciais se anulam. Entdo, esperamos obter informacgao rele-
vante sobre a dindmica dissipativa a tempos grandes se conseguirmos caracterizar
a topologia da superficie de energia do sistema, ou seja, o nimero e a estabilidade
dos pontos criticos.

Como as configuragdes de spins do modelo devem satisfazer o vinculo esférico
Zﬁvzl S? = N, ndo € todo o espago dos ndmeros reais que as varidveis podem

42
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tomar, mas um subconjunto que satisfaca o vinculo. Assim, para obter os pontos
criticos da superficie de energia respeitando o vinculo, é conveniente trabalhar
com a Lagrangiana:

N
2 2
Ln=Hy+ 5 (;Zl S — N> ) 4.2)

Os pontos criticos da Lagrangiana sdao dados por:

OLN
05,

=0, i=1,....N (4.3)
s¢

ou seja, sdo solucdo do sistema de equacdes

N
=3 JySi+ 28 =0, i=1,...,N (4.4)

j=1

Multiplicando as equagdes por Sf, somando no indice 7 e usando a condicdo de
vinculo esférico se obtém uma relacdo direta entre o multiplicador de Lagrange e
a densidade de energia do sistema, calculada no ponto critico dado:

N
1 Z ¢ ac c
TN 5 Jij 57 5 = —2e(5°). (+5)

Para obter as solugdes € conveniente trabalhar na base que diagonaliza a matriz de

interacao:
| (N
_ 2 2
L 3 E N YS+ 5 (E Y; N) . (4.6)

Jj=1

As equacgdes dos pontos criticos sdo:

0Ly

W = (A — 29 Y =0, k=1,...,N. (4.7)

Yy

Assumindo que o espectro de autovalores da matriz J é ndo degenerado, se A\, #
2¢ para todo k, entdo se obtém a solucdo trivial Y, = 0 V k. As solugdes ndo
triviais correspndem aos casos em que algum dos autovalores, por exemplo \; =
2¢. Neste caso Y;* = 0 para todo k # s, e entdo Y = ++/N , para satisfazer o
vinculo esférico.
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Concluimos que os autovalores da matriz de interacdo satisfazem:
A = 25 = —2€°, (4.8)

onde ¢ é a densidade de energia no ponto critico correspondente Y*, que é dado
por:
Y* = +VNV*, (4.9)

onde V¥ é o k-ésimo autovetor (coluna) da matriz de interacdo. Entio,

e existem 2N pontos criticos na superficie de energia do modelo SK esfé-
rico, correspondentes aos autovetores da matriz J, e seus opostos.

Para caracterizar ainda mais a superficie de energia € importante conhecer a
estabilidade dos pontos criticos. A estabilidade de um ponto critico dado em cada
uma das NV direcdes sobre a superficie de energia ¢ dada pelos autovalores da
matriz de derivadas segundas da Lagrangiana, chamada de matriz Hessiana, ou
simplesmente Hessiano:

D*Ln
95,05,

Hij[Sl,Sg, .. .,SN] =

Como no k-ésimo ponto critico, z¢ = \x, o Hessiano no ponto critico k da super-
ficie de energia é dado por:

HY = —J; + A\, 6. (4.11)

ij

Como consequéncia, os autovalores do Hessiano no ponto critico & resultam:
As = M — A, s=1,...,N. (4.12)

Notamos que o autovalor na dire¢do do ponto critico k£ é A, = 0. Esta dire¢do
€ radial, aponta para fora da esfera, e por tanto ndo é uma dire¢do vélida para a
evolu¢do dinamica do sistema, pois o vinculo esférico seria violado. Como con-
sequéncia do vinculo, existem apenas N —1 direcdes relevantes sobre a hiperesfera
S¥=1, que sdo tangentes a ela.
Ordenando os autovalores da matriz J em ordem decrescente Ay < Ay_1 <
. < A2 < Aj, podemos ordenar o pontos criticos da superficie de energia do
modelo de acordo com a sua estabilidade:
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e 2 maximos (indice N — 1)
—>eN:—%N—>AN:)\N—)\5<Oparas<N.

e 2 pontos de sela de indice N — 2

— eN_1] = —’\N2*1 — Ay 1=Ay_1—As<Oparas < N — 1.

e 2 minimos (indice 0)
— e = —’\2—1 — A1 = A1 — Ay > O paratodo s > 1.

O indice de um ponto critico se define como o niimero de autovalores negativos
do ponto.

Vemos assim que a estrutura de pontos criticos da superficie de energia do mo-
delo SK esférico € relativamente simples, ao contrario do que poderiamos esperar
dada a complexidade da relaxa¢do do modelo. Existem apenas dois minimos, que
correspondem aos estados fundamentais degenerados. Todo o resto dos pontos
criticos sao pontos de sela, com uma ou mais dire¢des instaveis. Em presenca de
ruido térmico, é de se esperar que o sistema relaxe para estados de menor ener-
gia aproveitando a presenca destas dire¢des instdveis. No entanto, como vimos,
a relaxagdo para condicdes iniciais desordenadas € lenta, o sistema fica fora do
equilibrio em escalas de tempo que divergem. Logo, ndo € a presenca de minimos
locais que produz a quebra fraca de ergodicidade. Podemos visualizar o processo
de relaxacdo interpretando de forma dindmica o hessiano:

onde e(t) é a densidade de energia, que vai diminuindo a medida que o sistema
relaxa e visita pontos criticos de energia cada vez menor. Entdo, para um dado
instante de tempo ¢ no qual o sistema se encontra com o estado correspondente a
um dos pontos criticos, o espectro de autovalores do Hessiano € igual ao espectro
da matriz de interacdo J mais um termo proporcional a densidade de energia do
ponto critico correspondente. Se o sistema € inicializado numa configuracio de
alta temperatura, desordenada, a densidade de energia € inicialmente zero, e a den-
sidade de autovalores € dada pela distribuicao de Wigner para o ensemble GOE. A
medida que o tempo passa, o sistema visita regides de energia menor, 0 que pro-
duz uma contribuicio na densidade de autovalores do Hessiano, correspondente
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a um deslocamento para a direita da lei semicircular de Wigner, como mostrado
na figura 4.1. Notamos que a lei de Wigner apresenta sempre uma densidade fi-

25
2.0
1.5

1.0

Figura 4.1: A densidade de autovalores da matriz hessiana para tempos grandes.

nita de autovalores na vizinhanga da origem. Estes autovalores, muito pequenos,
correspondem a direcdes aproximadamente planas da superficie de energia. E por
estas direcdes que o sistema pode escapar dos pontos criticos para tempos gran-
des, quando a maioria das dire¢des possuem curvatura positiva, sdo estaveis. Mas,
como a curvatura destas dire¢des € muito pequena, a dindmica ao longo delas se
torna lenta.

Em conclusio, ndo sao minimos locais o que torna lenta a dindmica de relaxa-
¢ao do modelo esférico, e sim uma densidade finita de dire¢des com curvatura nula
ou quase nula, os chamados “modos zero”. Esta andlise torna evidente a relevan-
cia da forma da densidade de autovalores da matriz aleatéria no comportamento
da dindmica para tempos longos.

4.2 Campo externo aleatorio

Acrescentando um campo externo aleatério h;, a Lagrangiana do modelo se es-
creve na forma:

N N
_ < 2
Ly=Hy+3 ;Si—N —;hi&-, (4.14)
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onde os campos locais h; sdo varidveis aleatérias Gaussianas, com valor médio
nulo (h;) = 0 e varidncia (h?) = 0. As equagdes para os pontos criticos neste
caso sao:

N
=) TS5 — i+ 20 SE =0, i=1,...,N.  (415)
j=1

Fazendo o mesmo procedimento do caso sem campo externo, € possivel mostrar
que o multiplicador de Lagrange também € proporcional a densidade de energia
nos pontos criticos:

2¢ = —e(2J), (4.16)

onde e°(2J) € a densidade de energia nos pontos criticos calculada substituindo
J por 2J. Este detalhe aparece por conta da presenga do termo de campo externo
(comparar com o resultado (4.5) para o caso sem campo). Notamos que o termo
de campo externo nio afeta a forma dos autovalores do Hessiano, que sdo dados
por:

Ay =2°— A, s=1,...,N. (4.17)

A diferenca agora € que o valor de z¢ ndo coincide com os autovalores da matriz
J. Podemos obter uma expressdo para o multiplicador trabalhando na base que
diagonaliza J. Se escrevemos S = VY e h = VH e usamos (4.16):

Nz = SIJS,+h'S,
N o
2
= Z—(ZC_Aj)QHj. (4.18)

J=1

No limite N — oo a equagdo (4.18) se escreve:

H2
/Ad/\ /Hdﬂmp(A)P(H) = 1. (4.19)

Lembrando que os campos locais sdo varidveis Gaussianas descorrelacionadas
que satisfazem:
2\ __ 2\ _ 2
(h3) = (H}) = o?, (4.20)
a equagdo se reduz a:

0—2/@% = 1. 4.21)
A
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Usando a lei semicircular, notamos que a integral diverge se |z¢| < 2. Para |z¢| >
2 a integral tem solucdo exata:

2
p(A) 1 2° 1
Nr—=-1+—— | == 4.22
/. - 2\ ) T 4
que tem duas solugdes reais:
2 2
oot (4.23)

Como |2¢| > 2, entdo:
Ag=—-Xg+2>0 Vs se  2°= 2, (4.24)
que corresponde a0 minimo da energia, e
Ay <O Vs se z6=2z2°, (4.25)

que corresponde ao maximo. Por tanto, em presenca de um campo aleatério
de variancia o ~ O(1), no limite termodindmico, existem apenas dois pontos
criticos, que correspondem a um maximo e ao minimo de energia. Neste
sentido, se diz que a superficie de energia do modelo em presenca de um campo
externo € trivial.

No entanto, € possivel mostrar que, para N finito, se a varidncia do campo
externo o2 escalar com o tamanho do sistema, se pode transitar entre uma super-
ficie de energia com 2NN pontos criticos quando 0? ~ O(N~!) até o limite de
apenas dois pontos criticos quando o> ~ O(N~1/3)) [30]. Em particular definido
0s parametros:

2 2
;_ﬁ’ e k=N 3%,
no regime de + finito, ou seja, se a varincia do campo escala como o2 o< N1,
entdo o nimero de pontos criticos em fun¢do de v € de ordem /N, como mostrado
na figura 4.2 [30, 31]. J4, se a variancia escala como o> oc N~'/3, ou seja, & finito,
o nimero de pontos criticos decai de O(/NV) para O(1). No caso do modelo SK
esférico, como vimos, o ndmero final é exatamente 2, como se mostra na figura
4.3.

Este escendrio da variacdo do niimero de pontos criticos reais em superficies
de energia complexas, quando se inclui um campo externo aleatdrio, é chamado
de trivializaciio da topologia [30]. E um fendmeno interessante que pode ser
relevante para o problema de encontrar os estados fundamentais de sistemas com
funcdes de energia complexas.

v=N (4.26)
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Figura 4.2: O numero de pontos criticos no regime 7, ver texto para as defini¢oes.

40 r
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——N=20
_ 30} —N=30
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Figura 4.3: O ndmero de pontos criticos no regime ~, ver texto para as definicoes.
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